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Olimpiada Naţională de Matematică
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CLASA a IX-a

Problema 1. O dreaptă care trece prin centrul I al cercului ı̂nscris unui
triunghi ABC taie laturile AB şi AC ı̂n P, respectiv Q. Notăm BC = a,

AC = b, AB = c şi
PB

PA
= p,

QC

QA
= q.

(i) Arătaţi că a(1 + p)
−→
IP = (a− pb)

−→
IB − cp

−→
IC.

(ii) Arătaţi că a = bp + cq.

(iii) Arătaţi că dacă a2 = 4bcpq, atunci dreptele AI, BQ şi CP sunt
concurente.

Problema 2. Se consideră şirul (xn)n≥0 dat prin xn = 2n − n, n ∈ N.
Determinaţi toate numerele naturale p pentru care

sp = x0 + x1 + x2 + · · ·+ xp

este o putere cu exponent natural a lui 2.
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Problema 3. Fie x un număr real. Arătaţi că x este număr ı̂ntreg dacă
şi numai dacă relaţia

[x] + [2x] + [3x] + · · ·+ [nx] =
n ([x] + [nx])

2

are loc pentru orice n ∈ N∗.
Prin [a] s-a notat partea ı̂ntreagă a numărului real a.

Problema 4. Determinaţi toate funcţiile f : N∗ → N∗ cu proprietatea

f(n) + f(n + 1) + f(f(n)) = 3n + 1, pentru orice n ∈ N∗.

Timp de lucru 3 ore. Se acordă ı̂n plus 30 de minute pentru ı̂ntrebări.
Fiecare problemă este notată cu 7 puncte.


